10. Ciagi

\

Ciagiem nazywamy funkcje, ktérej dziedzing jest zbiér liczb naturalnych dodat-
nich. Ciag a : N;. — R nazywamy liczbowym; oznaczamy go (a,), a kolejne war-
tosci ciggu nazywamy jego wyrazami i oznaczamy ay, as, as, . . .

Ciagiem skoficzonym k-wyrazowym nazywamy funkcje, ktérej dziedzing jest skof-
czony zbiér liczb {1,2,3, ..., k}.

Ciagi monotoniczne

Ciag liczbowy (a,) nazywamy:

» rosngcym, jesli dla kazdego n € N.: a,y; > an,

» malejgcym, jesli dla kazdego n € Ny: apy; < @y,

e nierosngcym, jesli dla kazdego n € N;: apyy < an,
o niemalejgcym, jesli dla kazdego n € N,: a,41 > @y,
o stalym, jezeli wszystkie wyrazy ciagu sg réwne.

Ciag arytmetyczny
Ciag liczbowy (a,) nazywamy ciagiem arytmetycznym, jezeli istnieje taka liczba
r, ze dla kazdego n € N, zachodzi réwnosé:
Qn1 = G + 7.

Liczbe r nazywamy réznicg ciggu.
Wzér ogélny ciagu arytmetycznego (a,) o réznicy r:

an=ay+ (n—1)r.
Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,) o réznicy r:

§p = Udn .y < Zatllr

Ciag geometryczny
Ciag liczbowy (a,) nazywamy ciggiem geometrycznym, jezeli istnieje taka liczba g,
ze dla kazdego n € N.. zachodzi ré6wnoéé:
Ap+1 = Qp - q.
Liczbe ¢ nazywamy ilorazem ciagu.
Wzér ogdlny ciggu geometrycznego (a,) o ilorazie ¢:
an=ay-g""".
Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego (a,) o ilorazie q # 1:

1-¢g"

Sn=al' l_q.

Dla ¢ =1 jest S, =n-aq,.
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Zestaw A. Zadania powtorzeniowe

1.

10.

11.

12.

13.

Oblicz catery poczatkowe wyrazy ciagu (a,).

a) a, = L+(-1" b) a, =n" c) a, = log, 4"

I

Ile wyrazow dodatnich ma cigg (a,)? Podaj najwiekszy z nich.

a) a, =13 - 3n b) a, =L -2 ¢) an = 3(2+n)(6-n)
Ktére wyrazy ciagu (a,) sa réwne zeru?
a) a, =n+n-—6 b) a, = 1283 ¢) an=2n%—-3n+1

Ktére wyrazy ciagu (a,) sa mniejsze od liczby m?

a)an,=5+1,m=10 b) an =n®—2n, m =8 n}an=2—~%,m=

Oblicz trzynasty wyraz ciggu arytmetycznego.
a) 0,4, 8,12,... b) 1,1+ %2, 1+2,... c) 41,32, 3,...

Czy ciag (an) jest arytmetyczny? Odpowiedz uzasadnij.
E.;l aﬂ=2_2n b} an=2+n2 1:] an=‘2n+n2

Wykaz, ze ciag a, = log,(2-3™) jest ciagiem arytmetycznym. Oblicz jego pierwszy

wyraz i roznice.

Wyznacz wzor ogdlny ciagu arytmetycznego (a,), jesli:
a) az =8, ag = 0, b) ay = -5, a; = —4, ¢) a2 =1, a4 =3 - 2/3.

Wyrazami ciagu arytmetycznego (a,) sa kolejne liczby naturalne, ktére przy dzie-
leniu przez 7 daja reszte 3. Oblicz dwudziesty wyraz tego ciagu, jesli a;q = 66.

Wyznacz pierwszy wyraz i réznice ciggu arytmetycznego (a,), jesli:
a) ey +az = 11 ia3+ay =31, b)ay +a3 = ~21as-a, = —5.

a) Liczby = — 4, 5, = + 12 tworzg ciag arytmetyczny. Oblicz .
b) Liczby 6, 2, y, z, 9 tworza ciag arytmetyczny. Oblicz z, ¥ i z.

Dlugosei trzech krawedzi prostopadlodcianu tworzg cigg arytmetyczny o réznicy
r = 3. Pole powierzchni calkowitej tego prostopadloécianu jest réwne 132. Oblicz
jego objetosc.

Dlugosei bokéw trojkata prostokatnego tworza ciag arytmetyczny o réznicy r > 0.
Oblicz dlugosé promienia okregu wpisanego w ten trdjkat.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

64

Oblicz.
a)3+6+9+...+96 b)1+5+9+...4+101

Pierwszy wyraz ciagu arytmetycznego (ay) jest réwny 16, a réznica r = —3. Oblicz
g + @11 + a2 + ...+ aap.

Pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego jest réwny 3, a trzeci jest o 8 wigkszy.
Oblicz sume pietnastu poczatkowych wyrazéw o numerach nieparzystych.

Lewa strona réwnania jest suma kolejnych wyrazéw ciagu arytmetycznego. Wy-
Znace r.

a)2+6+10+ ...+ =0648 b) (2-3z)+ (5—3z)+...+ (35— 3x) =66

Dane sg trzy poczatkowe wyrazy ciagu geometrycznego. Dopisz trzy kolejne wy-
razy tego ciagu i wyznacz jego wzér ogdlny.

a) 3, —6, 12 b) 27, 18, 12 ¢) vV3-v2,1,V3+2

Wyznacz wzor ogdlny ciagu geometrycznego (an,).
a)a; =3,a:=6 b)az=9,a,=56 e)ay=-3,a;s=24

Dany jest ciag geometryczny (a,). Oblicz a;, ¢ oraz ay.
a) a, = -2-3" b) a, =27" c) an =3(=2)"  d)ay=-2"

Czy ciag (a,) jest geometryczny? QdpowiedZ uzasadnij.
a) a, = 3n* b) a, = 3"*2 c) ap=3+2" d) a,=3"-2"

Wyznacz pierwszy wyraz i iloraz rosnacego ciagu geometrycznego (a,), w ktérym:
&}&4=5125ﬂ.3=]6&5¢ b)a2=\/§‘“1:ﬂ-4=v’/§+1.

Oblicz sume n poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,), jezeli:
a) ay = 4, 2a5 = 3a4, n = 3, b) a; =2, a; = —64, n = 8.

Oblicz dlugosé linii skladajacej si¢ z dziesigciu potaczonych pélokregéw o Sredni-
cach odpowiednio: 4, 2, 1, 3,...

Kredyt w wysokoéci 10000 z1 wraz z odsetkami nalezy splaci¢ jednorazowo po
5 latach. Co roku bank dolicza odsetki w wysokosci 8%. Jaka kwote trzeba bedzie
splacié? '

Na lokacie zlozono 25000 z} przy rocznej stopie procentowej 4%. Oblicz wielkosé
kapitalu na lokacie po uplywie roku, jezeli odsetki sa kapitalizowane:
a) co pol roku, b) co kwartal, ¢) co miesigc.
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Zestaw B. Test jednokrotnego wyboru

1.

10.

11.

Dany jest ciag o wyrazie ogblnym a, = (=1)" - (25 — 9n?). Réznica ay — a; jest
rowna:

A. —37, B. —16, C. -5, D. 5.
Jedynym ujemnym wyrazem ciagu a, = n® — 6n + 8 jest:

A ay, B. as, C. aa, D. ay.
Réznica ciagu arytmetycznego danego wzorem a, = % jest réwna:
A. -6, B. -3, C. 3, D. 6.

Dany jest cigg arytmetyczny v/3, 3v3 — 2, 5v/3 — 4, .. .. Piaty wyraz tego ciagu
jest rowny:

A. 93 -8, B. 7v3 - 6, C. 6v3 -5, D. 5v/3 — 5.

Trzeci wyraz clagu arytmetycznego (a,) jest réwny 24, a szésty wynosi 9. Suma
pieciu poczatkowych wyrazéw tego ciggu jest réwna:
A. 144, B. 120, C. 112, D. 99,

Pierwszy wyraz ciagu arytmetycznego jest réwny 6, a suma jego pieciu poczatko-
wych wyrazéw wynosi 130. Czwarty wyraz tego ciaggu jest réwny:

A. 26, B. 30, C. 36, D. 46.

Ktéry wyraz ciggu arytmetycznego (a,) o pierwszym wyrazie a; = 2 i rdznicy
r = 6 jest rowny 1227
A. a1 B. ap C. 19 D. s

Suma wszystkich liczb dwucyfrowych wynosi:
A. 4500, B. 4905, C. 4950, D. 5450.

Iloczyn trzech poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,) jest réwny 729.
Drugim wyrazem tego ciggu jest liczba:
A. 6, B. 9. C. 12, D. 18.

Liczby 4z, —4, 2 sa kolejno: pierwszym, drugim i trzecim wyrazem rosnacego
ciagu geometrycznego. Czwarty wyraz tego ciggu jest rowny:
A. -2, B. -1, C. 1, D. 4.

Liczby 8, x, y, 27 tworza cigg geometryczny. lloczyn liczb z i y jest rowny:
A. 144, B. 196, C. 216, D. 248.
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Zestaw C. Zadania krotkiej odpowiedzi

Zadanie 1. (2 pkt) — Informator CKE
Dany jest ciag (a,) okredlony wzorem a, = (-1)" - u ., dla n = 1. Oblicz a; i as.

Zadanie 2. (2 pkt)
Ile wyrazéw dodatnich ma ciag a, = 10 +9n —n?, dlan > 17

Zadanie 3. (2 pkt)
Pierwszy wyraz ciagu (a
padtlej do prostej y =

(ay) jest rowny 2. Wykres ciagu zawiera si¢ w prostej prosto-
%:r: Wyznacz wyraz a, tego ciagu.

Zadanie 4. (2 pkt) — Informator CKE
Liczby x — 2, 3, = + 6 sa w podanej kolejnosci pierwszym, drugim i trzecim wyrazem
ciggu arytmetycznego. Oblicz .

Zadanie 5. (2 pkt) — Matura probna, listopad 2009

m-+1 m+d m4ld

Wykaz, ze dla kazdego m ciag ==, %=, 55~ jest arytmetyczny.

Zadanie 6. (2 pkt)
Wykres ciagu (a,) jest zawarty w paraboli y = (& + 2)(z — 3). Wykaz, Ze nie jest to
clag aryvtmetyczny.

Zadanie 7. (2 pkt)
Oblicz réznice r ciagu arytmetycznego (a,), w ktérym piaty wyraz jest o 2 mniejszy
od drugiego wyrazu.

Zadanie 8. (2 pkt)
Dany jest ciag arytmetyezny (a,), w ktérym as + ag + ar + as + ag = 105. Oblicz as.

Zadanie 9. (2 pkt)
Oblicz sume 5+ 9+ 13 + ... + 105.

Zadanie 10. (2 pkt)

Wyznacz wzor ogblny ciagu geometrycznego (ay, ), jezeli a; = 3 oraz az = 5a,.

Zadanie 11. (2 pkt)
Uzasadnij, ze ciag a, = n - 2" nie jest geometryczny.

Zada.n.ie 12 (2 pkt)
Llczb}r , @, b, 4 tworza cigg geometryczny. Oblicz a 1 b.

Zadanie 13. (2 pkt)
Wyznacz z, tak by liczby: 9, x,  — 2 tworzyly malejacy ciag geometryczny.
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Zestaw D. Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 1. (5 pkt)
Dany jest ciag aryvtmetyczny (a,), w ktorym as = 2 oraz ag = 14. Zapisz wzor
ogdlny ciggu (a,). Dla jakiej wartodci n suma n poczatkowych wyrazéw tego ciagu
jest najmniejsza?

Zadanie 2. (5 pkt) — Matura, maj 2008

Nieskoficzony ciag liczbowy (a,) jest okredlony wzorem a, =2 -2, n=1,2,3,...
a) Oblicz, ile wyrazéw ciagu (a,) jest mniejszych od 1,975.

b) Dla pewnej liczby = trzywyrazowy ciag (as, a7, x) jest arytmetyczny. Oblicz z.

Zadanie 3. (4 pkt)
Dany jest tréjkat prostokatny o polu 54. Dhugosci jego bokéw tworza cigg arytme-
tyczny. Oblicz obwéd tego trojkata.

Zadanie 4. (5 pkt)

Suma dziesigeciu poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,) jest rdwna 120,
a suma pierwszych pieciu wyrazéw o numerach nieparzystych jest réwna 65. Wyznacz
wzér ogblny tego ciagu. Znajdz n takie, ze liczby as, a1, a. sa kolejnymi wyrazami
ciagu geometrycznego.

Zadanie 5. (6 pkt) — Matura, maj 2009

Dany jest ciag arytmetyczny (a,) dlan 2 1, w ktorym a; =1, an; = 9.

a) Oblicz pierwszy wyraz a, i réznice r ciagu (a,).

b) Sprawdz, czy ciag (ar, as,a;;) jest geometryczny.

¢) Wyznacz takie n, aby suma n poczatkowych wyrazéw ciggu (a,) byta najmniejsza.

Zadanie 6. (4 pkt)
Dane sg liczby 3, a, b, 25. Trzy pierwsze tworza rosnacy ciag arytmetyczny, trzy
ostatnie — ciag geometryczny. Oblicz a i b.

Zadanie 7. (5 pkt) — Informator CKE
Ciag (a, b, ¢) jest arytmetyczny i @ + b + ¢ = 33. Ciag (a,b + 3,¢ + 13) jest geome-
tryczny. Oblicz a, b i c.

Zadanie 8. (3 pkt) — Matura préobna, styczen 2009

Dziadek zalozyl w banku trzyletnig lokate o stalej rocznej stopie procentowej réw-
nej 5% (po uwzglednieniu podatkéw i prowizji). Odsetki sa kapitalizowane po kazdym
roku trwania lokaty. Srodki otrzymane w banku po zlikwidowaniu lokaty dziadek po-
dzielit pomiedzy dziewigcioro wnuczat tak, aby kazde z dzieci otrzymalo 1029 zi.
Oblicz poczatkowa kwote lokaty.
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